
Satz von Taylor: f (n+1)-mal di�bar, x0 6= x, x0 ∈ [a, b], f : [a, b] → R

⇒ ∃ξ ∈]xo, x[mit : f(x) =
Pn

k=0
f(k)(x0)

k!
(x− x0)k + Rn(x);=

f(n+1)(ξ)
(n+1)!

(x− xo)(n+1)

Extremstellen: f : [a, b] → R di�bar; 1) x0 ∈]a, b[ Max/Min → f ′(x0) = 0
2)f ∈ C(2)([a, b]), f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > (<)0 ⇒ min(max) ...
Potenzreihe: P (z) =

P∞
n=0 cn(z − a)n konvergiert für z1 ∈ C ⇒konvergiert

für K(a, p) := z ∈ C : |z − a| ≤ p; 0 < p < |z1 − a|
gliederweise Di�erentiation: P (z) =

P∞
n=0 an(z − z0)n Potenzreihe,

KonvergenzRadius r > 0 ⇒ P di�bar f. alle z ∈ Cmit|z − z0| < r und
P ′(z) =

P∞
n=0 an((z − z0)n)′ hat konv.-Radius r.

Taylor/Potenzreihe: f :]a, b[→R ∞-oft di�bar, x0 ∈]a, b[ -
∃ : k, δ ∈ R+, ∀n∀x∈]a,b[mit|x−x0| ≤ δ : |f (n)(x)| ≤ k ⇒ f in Potenzreihe
entwickelbar. Auÿerdem: falls fr = f für ein r.

Riemann-Integral: I = [a, b], Z(n) = [x0, x1, ..., xn]Zerlegung von

I(a = x0 < ... < xn = b); I
(n)
j := [xj−1, xj ]

m
(n)
j := infx∈Ij

f(x); M
(n)
j := supx∈Ij

f(x); lj =Intervallänge= xj − xj−1

Riemann-Untersumme:s(Z(n)) =
Pn

j=1 m
(n)
j l

(n)
j ; Riemann-Obersumme:

S(Z(n)) =
Pn

j=1 M
(n)
j l

(n)
j

Es gilt: s(Zn) ≤ S(Zn); ∀nZ(n) ⊂ Z(n+1) ⇒ s(Z(n)) ≤
s(Z(n+1)); S(Z(n)) ≥ S(Z(n+1)); (also s (bzw S)(Zn) monoton wachsend
(bzw fallend) u. beschränkt(durch S (bzw s))→ konvergent)

R-Intbar: sup{s(Zn)|ZnZerlegung}(unteres R.-Int) =
inf{S(Zn)|ZnZerlegung} (oberes..), R-intbar falls beide gleich.

Integrierbarkeits-Kriterien; ∀ε>0∃ Zerlegung Z von [a, b] sodass:
S(Z)− s(Z) < ε ⇔ f auf [a, b] R-intbar

f : [a, b] → Rstetig ⇒R(S)-intbar (bei Stieltjes: nicht dx, sondern d σ(x),
also lj = σ(xj)− σ(xj−1. σ([a, b] → R) mon. wachsend notwendig.)
f : [a, b] → Rmonoton⇒R(S)-intbar;σ([a, b] → R) mon. wachsend und
stetig notwendig.

Riemann-Zwischensumme: (Z(n))n Zerlegungsnullfolge, falls

maxj l
(n)
j

−→
(n→∞)

0

Z Zerlegung von I, ξi ∈ Ii, S(Z, ξ1, ...ξk) :=
Pk

i=1 f(ξi)li R.-Zwischens.
Falls f beschränkt:f auf [a, b] R-intbar ⇔ f. jede Zerl.Nullfolge (Zn)n und
jede Wahl von Zwischenpunkten ist die Folge der Riemann
Zwischensummen konvergent.

Eigenschaften des Integral: linear:R b
a (αf + βg)(x)dx = α

R b
a f(x)dx + β

R b
a g(x)dx ; positiv:

f ≥ 0 →
R b

a f(x)dx ≥ 0 ; monoton: f ≤ g ⇒
R b

a f(x)dx ≤
R b

a g(x)dx ;

Dreieck: |
R b

a f(x)dx| ≤
R b

a |f(x)|dx ; additiv:R b
a f(x)dx =

R c
a f(x)dx +

R b
c f(x)dx,a<c<b; (de�nit) f ≥ 0,

stetig,
R b

a f(x)dx = 0 ⇒ f = 0

Mittelwertsatz: f : [a, b] → Rstetig ⇒ ∃ξ ∈ [a, b]mit
R b

a f(x)dx = f(ξ)(b− a)
f : [a, b] → Rstetig, p : [a, b] → RR− intbar, p ≥ 0 ⇒ ∃ξ ∈

[a, b]mit
R b

a f(x)p(x)dx = f(ξ)
R b

a p(x)dx
Hauptsatz: f : [a, b] → R R-intbar und stetig in ξ ∈ [a, b]
⇒ F (x) :=

R x
c f(t)dt, c, x ∈ [a, b]inξdi�bar undF ′(ξ) = f(ξ)

F : [a, b] → R stetig di�bar ⇒ F (b)− F (a) =
R b

a F ′(t)dt

Partielle Int:
R b

a u′(x)v(x)dx = u(x)v(x)|ba −
R b

a (u(x)v′(x)dx

Substitution:
R g(b)

g(a)
f(t)dt =

R b
a f(g(x))g′(x)dx

uneigentliches Integral: f : [a, b[→ R ⇒
R b

a f(x)dx = lim
c→b−

R c
a f(x)dxfalls

ex.
f :]a, b[→ R ⇒

R b
a f(x)dx =

R d
a f(x)dx +

R b
d f(x)dx, falls beide ex. für

mind. ein d
f : [a, b] \ {x0} → R ⇒

R b
a f(x)dx =

R x0
a f(x)dx +

R b
x0

f(x)dx,falls. ex.

Ex. der Stammfunktion: f : [a,∞[→ Rstetig R∞
a f(x)dxex. ⇔ ∃ Stammmfkt. F von f mit limc→∞ F (c)ex. ⇔ ∀
Stammmfkt. F von f ex. limc→∞ F (c).

Folgengrenzwerte: h : [a, b] → R, ∀konvergentenyn
limn→∞ h(yn) ex.

⇒ limn→∞ h(yn) = c(für diese Folgen yn).
Ex. uneingentl. Int, falls f. durch uneigent. intb. Fkt beschränkt:

f : [a,∞[→ R, g : [a,∞[→ [0,∞[,
R∞

a g(x)dx ex.; ∀c∈[a,∞] f auf [a, c]

intbar, |f(x)| ≤ g(x) ⇒
R infty

a f(x)dx ex.(−∞ ≥)
Cauchy'scher Hauptwert:(CH Hw pv)

limε→0+

“R xo−ε
a f(x)dx +

R b
x0+ε f(x)dx

”
; f : [a, b] \ {x0} → R

f auf [a, x0[ und ]x0, b] uneigentl. di�bar ⇒: f hat CH auf [a, b]
Integralkriterium f. Reihen: f : [p,∞[→ [0,∞[, p ∈ Z, f mon. fallend.⇒P∞

n=p+1 f(n) ≤
R∞

p f(x)dx ≤
P∞

n=p f(n)

Gliedweise Integration: fn : [a, b] → R, n ∈ N R-intbar, f : [a, b] → R mit
limn→∞ ||f − fn||c[a,b] = 0 ⇒ f ist R-intbar undR b

a f(x)dx = limn→∞
R b

a fn(x)dx

Bei Reihen: fn : [a, b] → R, n ∈ N R-intbar,
PN

n=0 fn
→

n→∞f glm. ⇒ f

R-intbar und
R b

a f(x)dx =
R b

a

P∞
n=0 fn(x)dx =

P∞
n=0

R b
a fn(x)dx

Potenzreihen: im inneren des Konv.-Kreis bel. oft gliedweise intbar.

gliedweise Di�erentiation: fn : [a, b] → Rstetig di�bar, punktweise gegen
f : [a, b] → Rkonv., (f ′n)nglm. konv. auf [a, b] ⇒ f stetig di�bar auf [a, b]
und f ′(x) = limn→∞f ′n(x)

also: d
dx

(limn→∞ fn(x)) = limn→∞
“

d
dx

fn(x)
”

Φ : C(I) → C(I)linearer stetiger Operator:Φ(f)(x) :=
R x

a f(t)dt; x ∈ I

Di�erentialgleichungen: y′ = αy, y(0) = y0
 

HPSI
y(b)− y(0) =

R b
0 y′(t)dt ⇔

y(b) = y(0) + α
R b
0 y(t)dtDe�niere

T : C(I) → C(I) : T (f(x)) = y(0) + α
R x
0 f(t)dt.Suche nun Fixpunkt

T (y) = y.
Fixpunkt ex. falls C(I) vollst. und T Kontraktion, also
||T (f − g)|| ≤ α||f − g||; α < 1

Partiell di�bar: f : Rn ⊃ U → Rn; x0innerer Pkt. v.

U ∂f
∂xj

(x0 =: fj(x
0) := limn→0

f(x0+hej)−f(x0)
h

partiell di�bar ; stetig!

Total di�bar: f : Rn ⊃ U → Rm, x0innerer Pkt von U, L lineare

Abbildung L(a+b)=L(a)+L(b)
L(λa)=λL(a)

mit: limn→0
f(x0+h)−f(x0)−L(h)

|h| = 0

Abschätzungen: o(g(x)) = f(x)fürx → ξ ⇔ limx→ξ
|f(x)|
g(x)

= 0;

O(g(x)) = f(x)fürx → ξ ⇔ |f(x)|
g(x)

≤ C(konst.)∀x∈(U∩D)\{ξ};

Total di�bar ⇒ stetig; L = f ′(x0) ist eindeutig (falls ex.)
Jacobi-Matrix: f : G → Rninx0 nach allen Var. part. di�bar, Abl. stetig ⇒
toatl di�bar in x0 und: f ′(x0) = Jf (x0) =

“
∂fi
∂xj

(x0)
”

i=1..m(Zeilen)
j=1..n(Spalten)

Hesse-Matrix f : Rn → R : f ′′ = Hf (x) :=

0B@ fx1x1 · · · fx1xn

...
. . .

...
fxnx1 · · · fxnxn

1CA
Nabla:∇ =

“
∂

∂x1
· · · ∂

∂xn

”T

Grad, Div, Rot, Laplace
f : Rn → R : grad(f) = (∇f)T ; f : G → Rn : div(f) = ∇·f =

Pn
i=1

∂fi
∂xi

;

f : R3 → R3 : rot(f) = ∇× f =

0B@
∂

∂x2
f3 − ∂

∂x3
f2

∂
∂x3

f1 − ∂
∂x1

f3
∂

∂x1
f2 − ∂

∂x2
f1

1CA ;∆g = div(gradg)T

Es gilt: F ∈ C(2)(G,R), f ∈ C(2)(G,R3) rot(gradF )T = 0; div(rotf) =
0; ∆f = (grad(divf))T − rot(rotf)

Richtungsableitung: r ∈ Sn−1 = {x ∈ Rn; |x| = 1}; f : U →
R; limh→0+

f(x0+hr)−f(x0)
h

=: ∂f
∂r

(x0) Falls

f ∈ C(1)(G,R1) ∂f
∂r

(x0) = gradg(x0) · r

HermannAmandusSchwarz: ∂2f
∂xi∂xj

= ∂2f
∂xj∂xi

, falls (eins) ex. und stetig

Gebiet: G ⊃ X o�en: ∀x ∈ U∃ε > 0∀y∈X(d(x, y) < ε → y ∈ U)
zusammenhängend:zu je 2 Pkt a,b ∃ endlich viele Pkt x1 · · ·xn mit:

ax1 · · ·xnb ∈ G
Kettenregel: F : Rn → Rmg : Rm ⊃ U → Rp, f(U) ⊂ V,f di�bar inξ g
di�bar in f(ξ) dann: (g ◦ f)′ = g′(f(ξ))f ′(ξ)

MWSDi�: f : G → R di�bar, G ⊂ Rn Gebiet, a, b ∈ G mit
ab = {a+t(b−a)|0 < t < 1} ∈ G ⇒ ∃ξ ∈ ab : f(b)−f(a) = gradf(ξ)·(b−a)

Multindizes:

0B@ h1

...
hn

1CA
(α1···αn)

= hα1
1 · · ·hαn

n ; |α| = α1 + · · ·+ αn;

α! = α1! · . . . · αn!; Dα =
“

∂
∂x1

”α1
· · ·

“
∂

∂xn

”αn

Satz von Taylor: G ⊂ Rn o�en,
f ∈ C)r+w)(G,R1); f(ξ + h) =

P
0≤|α|≤r

1
α!

Dαf(ξ)hα + Rr; Rr =P
|α|=r+1

1
α!

Dαf(ξ + ϑh)hα = int10
(1−t)r

r!

P
|α|=r+1 Dα(ξ + th)hαdt

Extremstellen: f ∈ C(1)(G), f : G → R; notwendig:
gradf(x0) = 0;hinreichend: Hesse-M. positiv(negativ) de�nit; kein
Min/Max falls inde�nit.

Positiv de�nit: ∀x∈RnxT Ax ≥ 0undxT Ax = 0 ⇔ x = 0.
alle Eigenwerte > 0 pos. def.;alle
Hauptminoren(det(aij)i,j=1..k, k = 1..n) > 0)

inde�nit:∃x,y∈RnxT Ax > 0, yT Ay < 0
Tangente in 2D: in (ξ, f(ξ)) : Steigung f ′(ξ) → y = f ′(ξ) · x + βalsof(ξ) =

f ′(ξ) · ξ + β ⇒ β = f(ξ)− f ′(ξ) · ξ ⇒Tangente:y = f(ξ)(x− ξ) + f(ξ).
Tangente in 3D: bei Fläche in f(ξ, η), in
x-Richtung:z = ∂

∂x
(ξ, η) · (x− ξ) + f(ξ, eta); in

y-Richtung:z = ∂
∂y

(ξ, η) · (x− ξ) + f(ξ, eta)

Tangentialebene: in
(ξ, η, f(ξη)) : (x, y) → z = f(ξ, η) + fx(ξ, η)(x− ξ) + fy(ξ, η)(x− η) =
f(ξ, η) + gradf(xi, η)(x− ξ>x− η

T.-Hyperebene:

xn+1 = grad(x0) · (x− x0) + f(x0) ⇔=
“
∇f(x0)
−1

”
·

“
x−x0

xn+1−f(x0)

”
Tangentialvektoren: txi =

“
ei

fxi

”
f regulär in x0: ⇔ in Umgeb. von x0 stetig di�bar und det(f ′(x0) 6= 0



f lokal inv-bar in x0, falls
∃UUmgeb. vonx0∃VUmgeb. vonf(x0)f |U : U → V bijektiv.

Menge der regulären Punkte ist o�en!
Matrixnorm, verträglich: falls: ||AB|| ≤ ||A|| · ||B||, |A · x| ≤ ||A|| · |x|
M ⊂ Rn kompakt, f : M → f(M)stetig und injektiv ⇒ f−1 : f(M) → M
stetig.

Umkehrsatz: G ⊂ Rn o�en, f : G → Rn in x0 regulär ⇒f lokal
invbar:∃o�ene Menge U, x0 ∈ U, V = f(U)o�ene Umgeb. von
f(x0), f |u : U → V bijektiv,∃g := (f |U )−1, g′ = (f ′)−1 ◦ g = (f ′ ◦ g)−1

Satz über implizite Fkt.
Gegeben:(x1, · · · , xn, y1, · · · , ym); f : Rn+m ⊃ F → Rm, G o�en, f stetig

di�b.;∃(x0, y0) ∈ G mit f(x0, y0) = 0 und det
“

∂f
∂y

(x0, y0)
”
6= 0.

⇒ ∃U ⊂ G Umgeb. von (x0, y0) o�en; ∃W ⊂ Rn Umgeb. von x0 o�en;
∃g ∈ C(1)(W,Rm)mit {(x, y) ∈ U |f(x, y) = 0} = {x, g(x)|x ∈ W}

es gilt: ∂g
∂x

= −
“

∂f
∂y

”−1
·

“
∂f
∂x

”
Extrema unter Nebenbedingungen: Seien:

f ∈ C(1)(G,R1), g ∈ C(1)(G,Rm); G ⊂ Rno�en, n > m (also f,g von
mehr Var. Abh., als Nebenbedingungen von g de�niert werden).

f habe lokales Max/Min unter Nebenbed. g(x0) = 0
∃Umgebung U(x0)mit ∀x∈U(x0),g(x)=0f(x) ≤ (≥)f(x0)

Rang ∂g
∂x

(x0) = m
⇒ ∃Lagrange-Multiplikatorλ0=(λ0

1···λ0
m)mitL(x, λ) = f(x) + λ · g(x) ist

stationär in (x0, λ0) ∂L
∂x bzw.λ (x0, λ0) = 0

konvergent: gegen a:∀ε>0∃N∈N : ∀n>Nd(a, xn) < ε

Kriterien:
P∞

n=0 ankonfg, falls:
Cauchy:∀ε>0∃N : ∀m>n>N : |

Pm
k=n ak| < ε

Majorant:T =
P∞

n=0 bn; bn ≥konv. und ∀n|an| ≤ bn

Quotient:lim supn→∞ |an+1
an

< 1(also ∀n>N ≤ C; C < 1; N ∈ N)

Wurzel:lim supn→∞
n
p
|an| < 1

Verdichtungs:anmon. fallend, an ≥ 0,
P∞

n=0(2n · a2n ) konv.
Leibniz:

P∞
n=0(−1)nan; anmon. fallende Nullfolge  konvg.

Stetigkeit: ε− δ : f : x → Y stetiginx0 ⇔
(∀ε>0∃δ>0∀x∈Uδ(x0)(alsodx(x,x0)<δ) : dy(f(x), f(x0)) < ε)

Folgen:⇔ ∀(xn)n∈Ymitlimn→∞xn=x0
giltlimn→∞f(xn) = f(x0)

f glm. stetig auf U → f stetig:
∀ε>0existsδ>0∀x1,x2∈U ||x1 − x2|| < δ ⇒ ||f(x1 − f(x2)|| < ε

f Lipschitz-stetig auf U → f stetig:
∃L>0∀x1,x2∈U : |f(x1)− f(x2)| ≤ L · |x1 − x2|

Norm: ||x|| ≥ 0; ||x|| = 0 ⇔ x = 0; ||ax|| = |a| · ||x||; ||x + y|| ≤ ||x||+ ||y||
Bsp: ||(x, y||2 =

p
(x2 + y2)oder||(x, y)||∞ = max{|x|, |y|}.

Metrischer Raum:d(x, x) = 0, d(x, y) = 0 ⇒ x = y; d(x, y) =
d(y, x); d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) d : X → X, (X, d)metr.R., Normen
induzieren Metriken.

Vollständiger Raum: Jede Cauchy-Folge in M konv. gegen El. aus M
U kompakt: M ⊂

S
i∈I

Ui; Ui o�ene TeilMengen von U, ⇒ M ⊂
S

j∈J
Uj mit J

endlich!
M dicht in topol. Raum R, falls ∀M⊂R@abgeschl. Menge R' 6=R mit M⊂R'.
Also: Abschluss von M ist R.
Ring:

R1 : ∅ ∈ m; R2 : A, B ∈ m ⇒ A ∪B ∈ m; R3 : A, B ∈ m ⇒ A \B ∈ m;

Algebra: Ring und X ∈ m

σ$−Algbra : A1 : X ∈ m; A2 : A ∈ m ⇒ CA := X \A ∈ m; A3 : (Ai)i∈N

Folge in m ⇒
S

i∈N
Ai ∈ m

Inhalt: µ : Ring → R+
0 : I1 : µ(∅) = 0; I2 : µ ≥ 0; I3 : (Ai) endl. Folge mit

∀i6=jAi ∩Aj = ∅ ⇒ µ(
S

i Ai) =
P

i µ(Ai)

Prämaÿ: µ : Ring → R+
0 : PM1 : µ(∅) = 0; PM2 : µ ≥ 0; PM3 : (Ai)i∈N

abz. undendliche Folge mit: ∀i6=jAi ∩Aj = ∅ undS
i Ai ∈ Ring ⇒ µ(

S
i Ai) =

P∞
i=0 µ(Ai)

Maÿ:falls Prämaÿ µ : σ-Algebra→ R+
0

Inhalt: für µ : Ring → R+
0 gilt: µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B); A ⊂ B ⇒

µ(A) ≤ µ(B); A ⊂ Bu.µ(A) < ∞⇒ µ(B \A) = µ(B)− µ(A) (Ai)i∈N

paarweise disj.,
S

i Ai ∈ Ring ⇒
P∞

i=0 µ(Ai) ≤ µ(
S

i Ai)

Figur:= endliche (disj.) Vereinigung von Intervallen
[a, b[= {x ∈ Rn|a ≤ x l b}

dabei ista ≤ b ⇔ ai ≤ bi; a < b ⇔ a ≤ b aber a 6= b; a l b ⇔ ai < bi

Lebesguesches Prämaÿ:
F =

Un
i=1 Ii ⇒ µ(F ) :=

Pn
i=1 µ(Ii); µ([a, b[) :=

Qn
i=1(bi − ai) ist

σ-endlich auf Rn  ∃(Ak)k∈N : (Ai ⊂ Ai+1 und
S

k∈N Ak = X(= Rn))
und µ(Ak) < ∞

äuÿeres Maÿ: AM1 : µ ∗ (∅) = 0; AM2 : A ⊂ B ⇒ µ ∗ (A) ≤ µ ∗ (B); AM3 :
µ ∗ (

S∞
i=0 Ai) ≤

P∞
i=0 µ ∗ (Ai)

Fortsetzung nach Caratheodory: µPrämaÿ auf Ring in X  µ ∗ (M) :=

{ inf{
P∞

i=0 µ(Ai)|Ai ∈ Ring,
S∞

i=0 Ai ⊃ M} kleinste Überdeckung von M
∞ falls = ∅ ist

äuÿeres Maÿ.
Messbar: µ ∗ (M) = µ ∗ (M ∩A) + µ ∗ (M \A)(= M ∩ CA)

Borel-Algebra:σ-Algebra aus Intervallen im Rn; Elemente: Borel-Mengen;
Bezeichnung: B

Lebesgue-Maÿ: Lebesgue-meÿbare Mengen: C`L; Einschränkung d.
Lebes.-Prämaÿ auf C`L  Maÿ! λ. B & C`L & ℘(Rn). λ ist
translationsinvariant:A ∈ C`L ⇒ A + c = {a + c|a ∈ A} ∈ C`L und
bewegungsinvariant: T : X → (Sx + c) ∈ Rnmit S orthognoale Matrix,
als ST = S−1  λ(A) = λ(TA).

(Lebesgue-)Nullmenge M, fallsµ∗L(M) = 0
Aussage gilt fast überall, falls∃ Nullmenge M ⊂ Rn mit A(x) gelte f.
alleX ∈ Rn \M .

Abzählbare Mengen sind Nullmengen, ∃ überabzählbare Nullmengen.
Auswahlaxiom:Zu jedem System nicht-leerer Mengen ex. eine Auswahlfkt,
die jeder Menge des Systems genau eines ihrer Elemente zuordnet.

messbarer Raum: (X,U), falls U σ-Algbra in ℘(X)
(X, U), (X, U ′) messb. Räume  T : X → X′heiÿt

UU ′-messbar⇔ T−1(U ′) ⊂ U .
Treppenfkt. u : (X, U) → (R̄,B) falls u messbar(=stetig und X ⊂ Rn) und
u nimmt nur endl. viele Werte an.

Falls f : (X, U) → (R̄,B) dann ist f pktweiser Limes einer Folge von
Treppenfkt. und falls f ≥ 0dann ∃uk ≥ 0, uk ∈ T(U), uk ↗ f.

Maÿraum: (X, U, µ)mit(X, U) messb. und µ Maÿ auf U und T(U) =: T
Menge d. Treppenfkt.

Lebesgue-Integral: u ∈ T, u ≥ 0, u(x) =
P

endl αjχAj
(x)(char.Fkt).,

(Aj)endl. disj. Zerleg. von X, also X =
U

endl Aj , Aj ∈ U Dann:R
X udµ :=

P
endl αj · µ(Aj)

f ≥ 0, (uk)k ⊂ TFolgemituk ≥ 0, uk ↗ f. Dann:
R

X fdµ := sup
R

X ukdµ

f+ := max(f, 0), f− := −min(f, 0) messbar und fallsR
X f+−dµ < ∞⇒

R
X fdµ :=

R
X f+dµ−

R
X f−dµ.

Integrationsregeln: f, gµ-intbar. Dann:
R

X χadµ = µ(A);R
X(αf + βg)dµ = α

R
X fdµ + β

R
X gdµ; f ≥ g ⇒

R
fdµ ≥

R
gdµ; max(f,g)

und min(f,g)intbar.; f fast überall endlich
⇒ f−1({−∞, +∞})istµ−Nullmenge; h intbar ⇔ |h| intbar,
|
R

X hdµ ≤
R

X |h|dµ;
R

X |f |dµ = 0 ⇔ fast üb. f = 0;R
A∩B fdµ +

R
A∪B fdµ =

R
A fdµ +

R
B fdµ

R-intbar ⇒ Lebesgue-Intbar und Int. stimmen überein.
Intbarkeit stetiger Fkt in beschr. Mengen: BsubsetRn beschränkt, λ
Lebesg.-Maÿ in Rn, λ(∂B)(Rand)= 0, f : B → R1 stetig. ⇒ B messbar
und f λ-intbar.

Beppolevi: f, fk : B → R̄, B ⊂ Rn messb.; (fk)k mon. wachsend, fk ≥ 0,
messbar, limk→∞fk(x) = f(x) punktweise.
⇒

R
B f(x)dx = limk→∞

R
B fk(x)dx.(genauso mit Reihen, oder bei mon.

wachsenden, beschränkten Fkt.-Folgen)
maj. Konv. (fk)k messbar, |fk(x)| ≤ g(x) fast überall in B, g intbar,

f(x) = limk→∞fk(x) (pktw.) ex. fast überall in B ⇒ fk, f intbar undR
B f(x)dx = limk→∞

R
B fk(x)dx

Fantou:
(fk)kmessb., fk ≥ 0 ⇒

R
B liminfk→∞fk(x)dx ≤ liminfk→∞

R
B fk(x)dx

Cavalieri: A ⊂ Rnmessb., p + q = n, y ∈ Rq , Ay := {x ∈ Rp|(x, y) ∈ A}
Schnitt in y-Ebene, λp und λn Lebesgue-Maÿe in Rp,Rq .
⇒ ∀fasty∈Rq Ay messb im Rp,Rq 3 y → λp(Ay) messb. und

λn(A) =
R
Rq λp(Ay)dy

Fubini1: f : Rn → R̄+
0 messb., n = p + q. Dann: (a)

∀fasty∈Rq f(·, y) : x → f(x, y) messb. in Rp;

(b)F (y) :=
R

Rq f(x, y), y ∈ Rq messb. in Rq ;

(c)
R
Rn f(z)dz =

R
Rq(

R
Rp f(x, y)dx)dy

Fubini2: F : Rn → R̄ messb. und
R
Rn |f(z)|dz oder

R
Rq(

R
Rp |f(x, y)|dx)dy

endlich so gilt (a),(b), (c) mit intbar. Dann
insbesondre:

R
Rq(

R
Rp f(x, y)dx)dy =

R
Rp(

R
Rq f(x, y)dy)dx

Subsitution: H ⊂ Rn o�en, Φ : H → Rn injektiv ∈ C(1), detΦ′ 6= 0 in H,
sowie f : Φ(H) → R̄+

0 messbar oder f : Φ(H) → R̄ intbar. Dann:
⇒

R
G f(x)dx =

R
H f(Φ(u)) · |detΦ′(u)|du

Di�. unter dem Integral: f : A×B → R, A ⊂ Rn messb, B ⊂ R1 o�en und
(a)∀y∈BA 3 x → f(x, y) messb.; (b)∃g : A → R intbar mit
∀y∈B∀fastx∈A|f(x, y) ≤ g(x); (c)∀y∈B∀fastx∈AB 3 y → f(x, y) di�b.;

(d)∃h : A → R intbar, mit ∀y∈B∀fastx∈A
∂f
∂y

(x, y) ≤ h(x).

⇒ F (y) :=
R

A f(x, y)dx auf B di�bar und F ′(y) =
R

A
∂f
∂y

(x, y)dx


