Satz von Taylor: f (n+1)-mal diffbar, zo # z,z0 € [a,b], f : [a,b] = R
(k)
= 3¢ €lzo, z[mit : f(z) = Yo L0 (2 — 20)% + R (2);=
FrtD (g (:E _ :Eo)("+1)

(n+1)!

Extremstellen: f : [a,b] — R diffbar; 1) zg €]a, b] Max/Min — f/(xz0) =0

2)f € CA([a, b)), f'(z0) = 0, £’ (x0) > (<)0 = min(max) ...

Potenzreihe: P(z) = 3 7 cn(z — a)™ konvergiert fiir 21 € C =konvergiert
fiir K(a,p):=2€C:|z—a|<p;0<p< |21 —a

gliederweise Differentiation: P(z) = >_0° ; an(z — 2z0)™ Potenzreihe,
KonvergenzRadius r > 0 = P diffbar f. alle z € Cmit|z — 20| < r und
P'(z) =3 02 pan((z — 20)™)" hat konv.-Radius r.

Taylor/Potenzreihe: f :]a,b[—R oco-oft diffbar, zo €]a, b| -
3: k6 € RY VAV, o pimit)e—ng < 0 [F7) ()] <k = fin Potenzreihe
entwickelbar. Aufierdem: falls f" = f fiir ein r.

Riemann-Integral: I = [a,b], Z(™ = [z0, 21, ..., £n]Zerlegung von
[(a=20 < ... < xp =b); I(n) [xj—1,4]

mi™ = infoer, f(x); M;’” = supser, f(2);1;

Z;L:l m;m lgn) ; Riemann-Obersumme:

=Intervallinge= z; —x; 1

Rlemann—Untersumme.s(Z(”)) =
Sz =y MM

Es gilt: s(Z7) < S(Z");Vn Z(W) C Zz(nHD) = 5(Z2(M) <
s(z(+))y: 5(z(M)) > §(Z(tD); (also s (bzw $)(Z™) monoton wachsend
(bzw fallend) u. beschrinkt(durch S (bzw s))— konvergent)

R-Intbar: sup{s(Z™)|Z"Zerlegung}(unteres R.-Int) =
inf{S(Z™)|Z™ Zerlegung} (oberes..), R-intbar falls beide gleich.

Integrierbarkeits-Kriterien; Ve o3 Zerlegung Z von |[a, b] sodass:
S(Z) — s(Z) < e & 1 auf [a,b] R-intbar

f : [a,b] — Rstetig =R(S)-intbar (bei Stieltjes: nicht dx, sondern d o(z),
also l; = o(x;) — o(xzj—1. 0([a,b] — R) mon. wachsend notwendig.)
f ¢ [a, b] — Rmonoton=-R(S)-intbar;o([a,b] — R) mon. wachsend und
stetig notwendig.

Riemann-Zwischensumme: (Z("))n Zerlegungsnullfolge, falls

™ 0

7 (n—oo)
7 Zerlegung von 1, &; € I;,S(Z, &1, ...&k) = le f(&)l; R.-Zwischens.
Falls f beschrénkt:f auf [a, b] R-intbar < f. jede Zerl.Nullfolge (Z™), und
jede Wahl von Zwischenpunkten ist die Folge der Riemann
Zwischensummen konvergent.
Eigenschaften des Integral: linear:
ff(af + Bg)(z)dz = af; f(z)dz + Bff g(z)dzx ; positiv:
f>0— ff f(z)dz > 0 ; monoton: f < g = f: flz)dz < f; g(z)dx
Dreieck: |fab f(z)dz| < ff |f(z)|dz ; additiv:
Jo f@)dz = [7 f(@)dz + [ f(2)d2.0<ccps (definit) f >0,
stetig,f: f(x)dz=0= f=0
Mittelwertsatz: f :]a,b] — Rstetig = 3£ € [a, blmit f; f(z)dz
f:la,b] — Rstetig p:[a,b] = RR — intbar,p > 0= 3¢ €
[a, b]mztf f(@)p(z)dx = f(€) f:p(x)dx
Hauptsatz: f [a b] — R R-intbar und stetig in £ € [a, b]
= F(z) := fl f®)dt, e,z € [a, b]infdiﬁ'bar undF’({) = f(&)
i [a, 0] = R stetlg diffbar = F(b) — f F'(t
Partielle Int: f ( Ydx = u(x)v( x)|b f (u(z

Substitution: fgg)) = f; f(g(x))g (z)dx

uneigentliches Integral. fila,b[— R= ff f(z)dx

ex.
fHab=R= [P f(z)de = [¢ f(z
mind. ein d
fila b\ {zo} = R= [7 f(z)dw = [ f(z)dz + [} f(w)dz,falls. ex.
Ex. der Stammfunktion: f : [a, co[— Rstetig~~
[ f(z)dzex. & 3 Stammmfkt. F von f mit lime— oo
Stammmfkt. F von f ex. lime—oo F(c).
Folgengrenzwerte: h : [a,b] — R, vkonvergentenyn limy,— 0o h(yn) ex.

maxgj

f&)(b—a)

v(:r

lirgl [ f(z)dafalls

)dz + [? f(z)dz, falls beide ex. fiir

F(c)ex. &V

= limp— oo h(yn) = c(fiir diese Folgen yy).
Ex. uneingentl. Int, falls f. durch uneigent. intb. Fkt beschrankt:
f : [a’ OO[" R,g: [(l, OO[*) [0700[7 faoc g(:v)dac €x.3 vcE[(L,oo] f auf [a7 C}
intbar, | f(z)| < g(z) = [ f(z)de ex.(—o0 ~>)
Cauchy’scher Hauptwert:(CH Hw p,)
. o— b
lim, _+ ( JEom floyda + [P f(a:)da;) Jf:fa,b)\ {zo} — R
f auf [a, zo[ und ]zo, b] uneigentl. diffbar =< f hat CH auf [a, b]
Integralkriterium f. Reihen: f : [p, co[— [0, 00[,p € Z,f mon. fallend. =
Somep1 f(n) < [0 fx)de < 3207 f(n)
Gliedweise Integration: fn : [a,b] — R,n € N R-intbar, f :
limp—oo ||f = fulleja,p) = 0 = f ist R-intbar und
ff f(z)dz = limp— oo ff fn(z)dz
Bei Reihen: fy : [a,b] — R,n € N R-intbar, >3 fn, 7 f glm. = f

R-intbar und [? f(z)dz = [2 300 fale)dz = 350 o [2 fu(z)de
Potenzreihen: im inneren des Konv.-Kreis bel. oft gliedweise intbar.

[a,b] — R mit

gliedweise Differentiation: fy : [a,b] — Rstetig diffbar, punktweise gegen
f ¢ [a,b] — Rkonv., (f})nglm. konv. auf [a, b] = I stetig diffbar auf [a, b]
und f/(z) = limp—oo f1, ()

also:% (limp—oo fr(x)) =limp— oo (%fn( ))

@ : C(I) — C(I)linearer stetiger Operator:®(f)(z) := [7 f(t)dt;w € I
Differentialgleichungen v = ay,y(0) = yo g psr¥(d) —y(0) = [y y’(t)dt &
y(b) = y(0) + « fo t)dtDefiniere
T:C(I)— C(): T(f( )) =y(0) + a [y f(t)dt.Suche nun Fixpunkt
T(y) = y-

Fixpunkt ex. falls C(I) vollst. und T Kontraktion, also
IT(f =9Il <allf —glha <1
Partiell diffbar: f : R™ D U — R™; z%nnerer Pkt. v.
0 0
U%(mo =: f;(20) == lz‘mnHoM partiell diffbar - stetig!
Total diffbar: f: R™ D U — R™, z%nnerer Pkt von U, L lineare

Abbildung L(a+(b) )L()\aL)?»L)/(b) f(;c0+h)—‘ﬁx0)—L(h) -0
1S (=)l

Abschétzungen: o(g(x)) = f(z)flirz — £ & limg_,¢ e
O(g(@)) = f(@)fiirz — & & O < C(konst. )V by (e

Total diffbar = stetig; L = f’(x°) ist eindeutig (falls ex.)

Jacobi-Matrix: f : G — R™inz® nach allen Var. part. diffbar, Abl. stetig =

. . af;
toatl diffbar in 20 und: f/(z%) = J§(20) = (%(m%) i—1..m(Zeilen)
j=1..n{Spalten)

mit: limy,—o

lezl lezn
Hesse-Matrix f: R™ — R : f" = Hy(z) :=
Tz Jznan
o \T
Nabla:V = (52 52-)
Grad, Div, Rot, Laplace
fiR" = Rgrad(f) = (VAHT; f: G — R 1 div(f) = V- f = 37, 55
9 _ 9
612 f 813 f2
F:R2—=R3 :rot(f) =V x f= 613 fi— é)zl f3 | ;Ag = div(gradg)”
8961 f2 8902 fl

Es gilt: F € C(2)(G,R), f € C2)(G
0; Af = (grad(divf))T — rot(rotf)
Richtungsableitung: r € S*~! = {z € R |z| =1}; f: U —
R;limp, o4 w =: %(wo) Falls
f e CW(GRY)GL(a°) = gradg(a”) -

HermannAmandusSchwarz:

,R3) ~ rot(gradF)T = 0;div(rotf) =

2
aiafzj az a , falls (eins) ex. und stetig

Gebiet: G D X offen: Vz € UJe > OVyGX(d(:Jc y)<e—yel)

zusammenhingend:zu je 2 Pkt a,b 3 endlich viele Pkt zj - - -z, mit:
azy--anb € G

Kettenregel: F: R® — R™g: R™ DU — RP, f(U) C V,f diffbar iné g
diffbar in (&) dann: (g0 f)' = ¢/ (f(£)f'(€)

MWSDIff: f: G — R diffbar, G C R™ Gebiet, a,b € G mit
ab = {a+t(b—a)|0 < t < 1} €G=3cab: f( )—f(a) = gradf(£)-(b—a)

hl (ar---am)
Multindizes: =h{t - hptslal = o1+ -+ ams
hn
o \*t a9\
Satz von Taylor: G C R" offen,
F QTG RY); f(E+h) = Xo<iaj<r arDF(E)R* + Res Ry =

Z|o¢\ r+1 iv D~ f(£ + ﬂh)ha = 7’ntO <1;|t) Z\a\:r«kl Da(& + th)hadt
Extremstellen: f € CV (@), f : G — R; notwendig:
gradf (z°) = O;hinreichend: Hesse-M. positiv(negativ) definit; kein
Min/Max falls indefinit.
Positiv definit: V,ernaz? Az > OundzT Az =0 < x = 0.
alle Eigenwerte > 0 ~»pos. def.;alle
Hauptminoren(det(a;;); j=1..x, k = 1..n) > 0)
indeﬁnit:ﬂw’yeRn:rTAz >0,yTAy <0
Tangente in 2D: in (&, f(€)) : Steigung f/(¢§) — y = f/(§) - = + Balsof(§) =
(&) - €+ 8= 8= f(&)— f(& §=Tangente:y = f(§)(z — &) + f(§)
Tangente in 3D: bei Fldche in f(£,7), in
x-Richtung:z = (%({,77) (z— &)+ f(& eta); in
y-Richtung:z = %(5, n) - (x—&) + f(& eta)
Tangentialebene: in
&m fEm) : (,y) — 2= f(&n) + fa(§m)(z — &) + fy(§m)(@ —n) =
f&m) + gradf (zi,n)(x — Tz —n
T.-Hyperebene: . .
o= <Vf_(T >) ' (m7z+zl_z.f(mo)>
0)#0

Tpy1 = grad(a?) - (z — 20) + f(a)

et )

0. & in Umgeb. von z° stetig diffbar und det(f’ (=

Tangentialvektoren: ¢, = (

f regulir in x



f lokal inv-bar in z9, falls
3UUmg;eb. vonzoavageb. VOl’lf(zO)-ﬂU : U — Vbijektiv.

Menge der reguldren Punkte ist offen!

Matrixnorm, vertriglich: falls: ||AB|| < ||A]] - ||B]||,|A - z| < ||4]] - ||

M C R™ kompakt, f : M — f(M)stetig und injektiv = f~1: f(M) — M
stetig.

Umkehrsatz: G C R™ offen, f : G — R™ in x0 regulir =f lokal
invbar:Joffene Menge U, 20 € U,V = f(U)offene Umgeb. von
(%), flu : U — Vbijektiv,3g := (flu) "1, ¢’ = (f)"Log=(f og)~!

Satz iiber implizite Fkt.
Gegeben:(z1, -+, Tn, Y1, ,ym); f : R"T™ D F — R™, G offen, f stetig
diffb.;3(z%,4%) € G mit f(2°,4°) = 0 und det <g—£(xo,y0)) # 0.

= 3U C G Umgeb. von (z°,4°) offen; IW C R™ Umgeb. von z° offen;
3g € C(W,R™)mit {(z,y) € U|f(z,y) = 0} = {z,9(z)|z € W}

es gilt:% == (%) t (%)
Extrema unter Nebenbedingungen: Seien:
fecW(@,RY), g e cM(@,R™); G C R"offen, n > m (also f,g von
mehr Var. Abh., als Nebenbedingungen von g definiert werden).
f habe lokales Max/Min unter Nebenbed. g(z°) =0
IUmgebung U (z0)Mit Vaer(20),g(x)=0f () < (>)f(=°)
Rang%(wo) =m
= 3Lagrange—Multiplika‘comﬂ:()JIJm)\Qn)mitL(f’?z A) = fx) + A g(z) ist
9z gZLW.)\(IO’ A%) =0
konvergent: gegen a:VesodnenN : Vasnd(a,zn) < €
Kriterien:) > ankonfg, falls:
Cauchy:Ves0IN : VinsnsN : | 2 opey, 0kl < €
Majorant:T = 3> bp; by >konv. und Vp|an| < by
bl < (also Vs < C5C < 13N €N)
Wurzel:limsup,, _, .o V|an| <1
Verdichtungs:apmon. fallend, a, > 0,352 (2™ - agn) konv.
Leibniz: Y7 ((—1)"an; apmon. fallende Nullfolge ~ konvg.
Stetigkeit: e — § : f : ¢ — Ystetiginzg &
(V5>035>0vz€U5(zo)(alsodw(z,zo)<6) : dl/(f('r)z f(iUO)) < 5)
Folgen:< v(‘r”)"EYmitlimnﬂoczn:zogﬂtlimn_’oof(xn) = f(=zo)
f glm. stetig auf U — f stetig:
Ve>0ewistsssoVay apev|z1 — x2|| <0 = [|f(z1 — fz2)|] <e
f Lipschitz-stetig auf U — f stetig:
3L>0Vay,0zev ¢ [f(w1) — f(@2)] S L- |21 — 22|
Norm: ||z]| > 0; [lz]] = 0 ¢ = = 0;||ax|| = |a| - |lz][; ||z + yl| < [lz]] + [yl
Bsp: [|(z,yll2 = \/(2® + y?)oder||(2,y)||cc = maz{lz], |y[}.
Metrischer Raum:d(z, z) = 0,d(z,y) = 0 = = = y;d(z,y) =
d(y, z);d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) d: X — X, ~ (X, d)metr.R., Normen
induzieren Metriken.
Vollstédndiger Raum: Jede Cauchy-Folge in M konv. gegen El. aus M

U kompakt: M C |J U;; U; offene TeilMengen von U, = M C |J U; mit J
i€l jeJ

stationdir in (29, \0) ~

Quotient:lim sup,, , o |

endlich!
M dicht in topol. Raum R, falls ¥V, grPabgeschl. Menge R’#R mit MCR’.
Also: Abschluss von M ist R.
Ring:
Rl:0em;R2: ABEm=AUBEmM;R3: A Bem= A\ B € m;
Algebra: Ring und X € m
08— Algbra: A1: X em;A2: Acm=CA:=X\Aem;A3: (Ai)ien
Folgeinm = |J A; €ém
i€EN
Inhalt: p: Ring — RTo : I1: u(0) =0;12: > 0;13: (A;) endl. Folge mit
VigjAiNA; =0 = p(U; Ai) =32, n(Ai)
Primaf: p: Ring — RYo : PM1: u(0) = 0; PM2: u>0; PM3: (A;)ieN
abz. undendliche Folge mit: V;+;4; N A; = ¢ und
U; Ai € Ring = n(U; As) = 22520 u(As)
Maf:falls Pramaf u : o-Algebra— Rty
Inhalt: fiir 4 : Ring — Rt gilt: u(AU B) < u(A) + u(B); AC B =
w(A) < u(B); A C Bu.u(A) < oo = u(B\ A) = u(B) — p(A) (Ai)ien
paarweise disj., J; A: € Ring = > 72 n(As) < u(U; As)
Figur:= endliche (disj.) Vereinigung von Intervallen
[a,b]={z € R"|a < z < b}
dabei ista <b< a; < bj;a<bs a<babera#ba<bs a; <b;
Lebesguesches Pramaf:
F=W, L= ) =37, p(li); u(la,b]) :=TI7=; (bi — a;) ist
o-endlich auf R™ ~- H(Ak)keN : (AZ C Aiy1 und UkEN A = X(Z Rn))
und p(Ag) < oo
duferes MaR: AM1: pux* (0) =0; AM2: AC B= pux*(A) <px(B);AM3:
ox (U2 Ai) < 020 1 (Ay)
Fortsetzung nach Caratheodory: pPrimaf auf Ring in X ~» p* (M) :

inf{3>°2°, 1(A;)|A; € Ring, 25 A; D M} kleinste Uberdeckung von M .

{ oo falls =0
dufleres Mafs.
Messbar: px (M) =px(MNA)+pux(M\A)(=MnNCA)

Borel-Algebra:o-Algebra aus Intervallen im R™; Elemente: Borel-Mengen;
Bezeichnung: B

Lebesgue-Maf: Lebesgue-mefbare Mengen: C¢y,; Einschrankung d.
Lebes.-Primak auf Cfy ~> MaB! \. B & Clp & p(R™). X ist
translationsinvariant:A € Cly, = A+ c={a+cla € A} € C¢;, und
bewegungsinvariant: T : X — (Sz + ¢) € R"mit S orthognoale Matrix,
als ST = S~ ~» A(4) = \(TA).

(Lebesgue-)Nullmenge M, fallsu} (M) =0

Aussage gilt fast tiberall, falls3 Nullmenge M C R™ mit A(x) gelte f.
alleX € R™\ M.

Abzdhlbare Mengen sind Nullmengen, 3 iiberabz&hlbare Nullmengen.

Auswahlaxiom:Zu jedem System nicht-leerer Mengen ex. eine Auswahlfkt,
die jeder Menge des Systems genau eines ihrer Elemente zuordnet.

messbarer Raum: (X,U), falls U o-Algbra in p(X)

(X,U),(X,U’") messb. Rdume ~» T : X — X'heilit
UU’-messbar< T—1(U') C U.

Treppenfkt. u : (X,U) — (R, B) falls u messbar(=stetig und X ¢ R™) und
u nimmt nur endl. viele Werte an.

Falls f : (X,U) — (R, B) dann ist f pktweiser Limes einer Folge von
Treppenfkt. und falls f > Odann Juy > 0,ux € T(U),ur  f.

Mafraum: (X, U, p)mit(X,U) messb. und g Maf auf U und T(U) = T
Menge d. Treppenfkt.

Lebesgue-Tntegral: u € T,u > 0,u(z) = >_,,, 4 ®jX 4, (z)(char.Fkt).,
(Aj)endl. disj. Zerleg. von X, also X =, 41 45, A; € U Dann:
fX U‘du = Zendl Qg - IU‘(AJ)

f >0, (ug)kx C TFolgemitug > 0,u /' f. Dann: fX fdu = supfx updp

fT:=maz(f,0), f~ := —min(f,0) messbar und falls
Jx [T dp < oo = [y fdp:= [y frdu— [y f~dp.

Integrationsregeln: f, gu-intbar. Dann: [y xadu = p(A);

Ix(af +Bg)du=a [y fdu+B [y gdu; f > g = [ fdu > [ gdp; max(f,g)
und min(f,g)intbar.; f fast iiberall endlich

= f71({—o00, +00})istu—Nullmenge; h intbar <> |h| intbar,

| [x hdu < [y |hldp; [x |fldp = 0 < fast iib. f =0;

Janp fan+ [aop fdu= [, fdp+ [ fdp

R-intbar = Lebesgue-Intbar und Int. stimmen iiberein.

Intbarkeit stetiger Fkt in beschr. Mengen: BsubsetR™ beschrinkt, A
Lebesg.-Maf in R, A\(0B)(Rand)= 0, f : B — R! stetig. = B messbar
und f A-intbar.

Beppolevi: f, fr, : B — R, B C R™ messb.; (fx)r mon. wachsend, f; >0,
messbar, limg_, o fx(z) = f(z) punktweise.
= [ f(x)de =limg_ o [p fx(x)dz.(genauso mit Reihen, oder bei mon.
wachsenden, beschrinkten Fkt.-Folgen)

maj. Konv. (fx)k messbar, |fr(z)| < g(z) fast iiberall in B, g intbar,

f(x) = limg_ oo fr(z) (pktw.) ex. fast {iberall in B = fi, fintbar und
fB f(x)dl' = limg 00 fB I (:E)d.’E

Fantou:

(frx)emessb., fr > 0= [gliminfi_.oo fi(x)de < liminfy_o [5 fr(x)dz

Cavalieri: A C R"messb.,p+q=n,y € R, Ay := {z € RP|(z,y) € A}
Schnitt in y-Ebene, AP und A" Lebesgue-Mafie in R?, RY.
= Vfastyera Ay messb im RP?, R? 3 y — AP(Ay) messb. und
AT (A) = qu AP(Ay)dy

Fubinil: f: R™ — f{ar messb., n = p + ¢. Dann: (a)

Vfastyequ(Vy) :x — f(z,y) messb. in RP;
(b)F(y) := qu f(z,y),y € R? messb. in RY;
(C)fRn f(z)dz = qu (pr f(z,y)dz)dy

Fubini2: F : R" — R messb. und [g, [f(2)|dz Jry(Jrw [f(z,y)|dz)dy
endlich so gilt (a),(b), (¢) mit intbar. Dann
insbesondre:qu(pr f(z,y)dz)dy = pr(qu f(z,y)dy)dz

Subsitution: H C R™ offen, ® : H — R™ injektiv e C), det®’ # 0 in H,
sowie f: ®(H) — Rg‘ messbar oder f: ®(H) — R intbar. Dann:
= Jo F@)de = [y F(@(u)) - |detd’ (u)|du

Diff. unter dem Integral: f : A x B — R, A C R™ messb, B C R! offen und
(a)VyeBA 3 — f(z,y) messb.; (b)dg : A — R intbar mit
vyEviastzeAlf(x7 y) < g($); (C)vyGviastzeAB Sy — f(wvy) diffb.;
(d)3n : A — R intbar, mit Vye BVgagt e 4 9 (@, 9) < h(x).

= F(y) := [, f(z,y)dz auf B diffbar und F'(y) = [, g—i(x,y)dac

oder

ist



